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１　引言

鱼雷击舰问题，或者类似的导弹追击飞机问题、
潜艇追踪军舰问题和猎犬追击狐狸问题等，均属于
追击问题，也是利用微分方程求解的典型应用问题．
其求解算法有助于理解微分方程在实际问题中的应

用思想．这类问题在微积分教材［１］或相关文
献［２，３，４］中均进行了具体问题求解．在这些求解算
法中，往往假设逃逸路径为垂直于追击物和被追击
物的连线方向．然而，在实际中，逃逸路径可以为任
意直线方向，此时利用微分方程求解追击运动轨迹
变得十分困难．蒋雪峰等［５］对此问题进行了探索，
通过数值模拟计算绘制了追击轨迹，但并未得到追
击轨迹的运动方程．本文研究了敌舰沿任意直线方
向逃逸时的鱼雷击舰问题．通过坐标系旋转变换求

解一个复杂的微分方程，得到鱼雷的运动轨迹的解
析解．不仅为解决追击问题提供了新的思想和方法，
也丰富了微分方程的求解算法．
问题描述：一敌舰在某海域内航行时，我方战舰

恰位于敌舰正西方ａ海里处，我舰向敌舰发射制导
鱼雷．设敌舰以恒定速度ｖ海里／分钟沿直线方向
路径逃逸，而鱼雷以恒速追击敌舰，鱼雷的速度为敌
舰速度的ｋ （ｋ＞１）倍．在追击过程中，鱼雷的运动
方向始终指向敌舰，求鱼雷的运动轨迹方程、追击时
间和追击航程．

２　建立数学模型

　　如图１所示，以鱼雷初始出发位置为坐标原点，
两舰连线为ｘ轴，建立ｘＯｙ直角坐标系．敌舰的初
始位置为Ａ（０，ａ）．设鱼雷的追击曲线为二阶连续可
导函数ｙ＝ｙ（ｘ）．一般情况下，敌舰在逃逸时应远
离我方战舰，不妨设敌舰逃逸方向为与ｘ轴成θ角

方向，其中，０≤θ≤π２．
设时刻ｔ时，鱼雷的坐标位置

为Ｐ（ｘ，ｙ），容易得到此时敌舰航行的位置坐标为

Ｑ（ｖｔｃｏｓθ＋ａ，ｖｔｓｉｎθ）．
利用导数的几何意义得到鱼雷追击路径曲线函
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数满足的微分方程为

ｄｙ
ｄｘ＝

ｖｔｓｉｎθ－ｙ
ｖｔｃｏｓθ＋ａ－ｘ．

（１）

图１

利用导数的几何意义得到鱼雷追击路径曲线函

数满足的微分方程为

ｄｙ
ｄｘ
＝ ｖｔｓｉｎθ－ｙ
ｖｔｃｏｓθ＋ａ－ｘ．

（１）

由（１）式解出ｔ得

ｔ＝
ｘｙ′－ｙ－ａｙ′
ｖｙ′ｃｏｓθ－ｖｓｉｎθ

． （２）

由已知鱼雷的速度为ｋｖ，即

ｄｘ
ｄ（ ）ｔ

２

＋
ｄｙ
ｄ（ ）ｔ槡

２

＝ｋｖ．

由于ｄｘ
ｄｔ≥０

，所以

ｄｘ
ｄｔ １＋

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ槡

２

＝ｋｖ． （３）

将（２）式两端同时对ｘ求导，利用（３）式，微分
方程（２）可化为

　
（ｘ－ａ）ｙ′（ｙ′ｃｏｓθ－ｓｉｎθ）－ｙ″ｃｏｓθ（ｘｙ′－ａｙ′－ｙ）

（ｙ′ｃｏｓθ－ｓｉｎθ）２

　＝１ｋ １＋ｙ′槡 ２，　　　　　　　　　　　　　（４）

初值条件为ｙ（０）＝０，ｙ′（０）＝０．
直接求解微分方程（４）显得十分困难．为了得

到鱼雷追击曲线方程的解析解，需对原坐标系进行
坐标轴旋转变换．如图１所示，将原坐标系沿顺时

针方向旋转π
２－θ
角，得到新坐标系ＸＯＹ．新旧坐

标系之间的坐标变换公式为

Ｙ＝ｘｃｏｓ（θ－π２
）＋ｙｓｉｎ（θ－π２

）＝ｘｓｉｎθ－ｙｃｏｓθ，

Ｘ＝－ｘｓｉｎ（θ－π２
）＋ｙｃｏｓ（θ－π２

）＝ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ
烅

烄

烆
．

（５）
在ＸＯＹ坐标系中，设鱼雷的追击运动轨迹为

二阶连续可导函数Ｙ＝Ｙ（Ｘ）．在时刻ｔ时，设鱼雷
位置为Ｐ（Ｘ，Ｙ），敌舰的位置为Ｑ．设ＱＡ的延长线
交Ｘ轴于点Ｂ，由几何关系可得

→ＯＢ ＝ａｓｉｎθ， →ＡＢ ＝ａｃｏｓθ，
所以Ｑ点坐标为（ａｓｉｎθ，ａｃｏｓθ＋ｖｔ）．由此可得

ｄＹ
ｄＸ＝

ａｃｏｓθ＋ｖｔ－Ｙ
ａｓｉｎθ－Ｘ ． （６）

将（６）式改写为

（ａｓｉｎθ－Ｘ）ｄＹｄＸ＝ａｃｏｓθ＋ｖｔ－Ｙ．
（７）

将（７）式两边同时对Ｘ求导得

（ａｓｉｎθ－Ｘ）ｄ
２Ｙ
ｄＸ２＝ｖ

ｄｔ
ｄＸ．

（８）

由 ｄＸ
ｄ（ ）ｔ

２

＋ ｄＹ
ｄ（ ）ｔ槡

２

＝ｋｖ，且ｄＸｄｔ＞０
可得

ｄｔ
ｄＸ＝

１
ｋｖ １＋ ｄＹ

ｄ（ ）Ｘ槡
２

． （９）

将（９）式代入（８）式可得微分方程

（ａｓｉｎθ－Ｘ）ｄ
２Ｙ
ｄＸ２＝

１
ｋ １＋ ｄＹ

ｄ（ ）Ｘ槡
２

． （１０）

由于在Ｘ＝０时鱼雷的轨迹曲线与ＯＡ直线相
切，所以（１０）式的初始条件为Ｙ（０）＝０，

Ｙ′（０）＝ｔａｎ（π２－θ
）＝ｃｏｔθ．

３　数学模型求解

　　式（１０）为可降阶的二阶常微分方程．令Ｐ＝
ｄＹ
ｄＸ
，则ｄ

２Ｙ
ｄＸ２＝

ｄＰ
ｄＸ＝Ｐ′

，Ｐ（０）＝Ｙ′（０）＝ｃｏｔθ，则微分

方程（１０）式可化为可分离变量方程

（ａｓｉｎθ－Ｘ）Ｐ′＝１ｋ １＋Ｐ槡 ２，

其通解为

ａｒｓｈＰ＝ｌｎ（Ｐ＋ １＋Ｐ槡 ２）

＝－１ｋｌｎ
（ａｓｉｎθ－Ｘ）＋Ｃ１．

（１１）

利用初始条件可得

Ｃ１＝ｌｎ　ａ
１
ｋ（１＋ｃｏｓθ）（ｓｉｎθ）

１－ｋ
［ ］ｋ ． （１２）

利用公式（１＋Ｐ槡 ２＋Ｐ）（ １＋Ｐ槡 ２－Ｐ）＝１将（１１）
式化为

Ｐ＝１２ｅ
－Ｃ１ ｅ２Ｃ１（ａｓｉｎθ－Ｘ）－

１
ｋ－（ａｓｉｎθ－Ｘ）

１
［ ］ｋ ．

（１３）
对（１３）式直接积分可得其通解为

Ｙ＝１２ｅ
－Ｃ１ ｋ
ｋ＋１

（ａｓｉｎθ－Ｘ）
ｋ＋１（ ｋ －

ｋ
ｋ－１ｅ

２Ｃ１（ａｓｉｎθ－Ｘ）
ｋ－１）ｋ ＋Ｃ２． （１４）

０３
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利用初始条件可得

Ｃ２＝ ａｋ
２（ｋ－１）（１＋ｃｏｓθ）

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２ｋ２－２ｋ＋１
ｋ（ｋ－１）［ －

ｋ－１
ｋ＋１

（ｓｉｎθ）
１

ｋ（１－ｋ ］） ． （１５）

将（１２）式中Ｃ１ 和（１５）式中Ｃ２ 代入（１４）式可得微分
方程（１０）式的特解为

Ｙ＝
（ｓｉｎθ）

ｋ－１
ｋ

２（１＋ｃｏｓθ）ａ
１
ｋ

ｋ
ｋ＋１

（ａｓｉｎθ－Ｘ）
ｋ＋１
ｋ － ｋ
ｋ－１ａ

２［ ｋ·

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２（１－ｋ）
ｋ （ａｓｉｎθ－Ｘ）

ｋ－１
ｋ ＋

ａｋ
２（ｋ－１）（１＋ｃｏｓθ）

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２ｋ２－２ｋ＋１
ｋ（ｋ－１） －

ｋ－１
ｋ＋１

（ｓｉｎθ）
１

ｋ（１－ｋ ］） ． （１６）

当Ｘ＝ａｓｉｎθ时，鱼雷击中敌舰．将其代入（１６）式得
敌舰被击中时的航程为

ｓ＝ ａｋ
２（ｋ－１）（１＋ｃｏｓθ）

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２ｋ２－２ｋ＋１
ｋ（ｋ－１） －

ｋ－１
ｋ＋１

（ｓｉｎθ）
１

ｋ（１－ｋ ］） －ａｃｏｓθ，
故鱼雷的追击时间为

ｔ＝ ａｋ
２ｖ（ｋ－１）（１＋ｃｏｓθ）

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２ｋ２－２ｋ＋１
ｋ（ｋ－１） －

ｋ－１
ｋ＋１

（ｓｉｎθ）
１

ｋ（１－ｋ ］） －１ｖａｃｏｓθ．
容易得到鱼雷的追击航程为

Ｓ＝ ａｋ２
２（ｋ－１）（１＋ｃｏｓθ）

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２ｋ２－２ｋ＋１
ｋ（ｋ－１） －

ｋ－１
ｋ＋１

（ｓｉｎθ）
１

ｋ（１－ｋ ］） －ａｋｃｏｓθ．
特别地，分别取θ＝π４

，ａ＝１，ｋ＝２，ｖ＝０．４２海里／分钟，

代入数值容易得到，当敌舰航行至坐标点Ｍ（０．７０７１，

１．６０９５）附近时被鱼雷击中，此时，敌舰逃逸航程为

ｓ＝２３＋
槡２
６≈０．９０２４

海里．鱼雷的追击时间为ｔ＝

１
０．４２

（２
３＋
槡２
６
）×６０≈１２８．９０９８秒．鱼雷的追击航

程为Ｓ＝４３＋
槡２　２
６ ≈１．８０４７海里．

将坐标变换（５）式代入（１６）式可得微分方程（４）
式满足初值条件的特解，即在ｘＯｙ坐标系下鱼雷的
运动轨迹方程为

ｘｓｉｎθ－ｙｃｏｓθ＝
（ｓｉｎθ）

ｋ－１
ｋ

２（１＋ｃｏｓθ）ａ
１
ｋ

ｋ
ｋ＋１

（ａｓｉｎθ［ －

ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ）
ｋ＋１
ｋ － ｋ
ｋ－１ａ

２
ｋ（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）

２（１－ｋ）
ｋ

（ａｓｉｎθ－ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ）
ｋ－１
ｋ ＋ ａｋ

２（ｋ－１）（１＋ｃｏｓθ）

（１＋ｃｏｓθ）２（ｓｉｎθ）
２ｋ２－２ｋ＋１
ｋ（ｋ－１） －ｋ－１ｋ＋１

（ｓｉｎθ）
１

ｋ（１－ｋ［ ］） ．（１７）
在（１７）式中，令θ＝π２

，此时敌舰沿两舰连线的

垂直方向逃逸，得到鱼雷的运动方程［１，３］

ｙ＝ ｋ
２（ｋ＋１）

（ａ－ｘ）
ｋ＋１
ｋ － ｋ
２（ｋ－１）

（ａ－ｘ）
ｋ－１
ｋ ＋

ｋ
２（ｋ－１）ａ

ｋ－１
ｋ － ｋ
２（ｋ＋１）ａ

ｋ＋１
ｋ ．

图２（ａ）显示了当取θ＝π４
，ａ＝１，ｖ＝０．４２海里／分

钟，分别取ｋ＝２，３，４，５时，鱼雷和敌舰在ＸＯＹ坐
标系下的运动轨迹曲线，而图２（ｂ）则显示了相应的
轨迹曲线在ｘＯｙ坐标系下的图像．

　　

图２　鱼雷和敌舰的运动轨迹曲线
（下转第４３页）
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证明　设Ｃ＝Ａ＋Ｂ，

∵对于ｚ∈Ｃ，都ｘ∈Ａ，ｙ∈Ｂ，使得ｚ＝ｘ＋ｙ．
又∵对于ｘ∈Ａ，ｙ∈Ｂ，都有ｘ≤ｓｕｐＡ，ｙ≤

ｓｕｐＢ，

∴ｚ＝ｘ＋ｙ≤ｓｕｐＡ＋ｓｕｐＢ，
即ｓｕｐＡ＋ｓｕｐＢ是Ｃ的一个上界．
由上确界定义的第（ｉｉ）条得：

对于ε＞０，ｘ′∈Ａ，ｙ′∈Ｂ，
使得ｘ′＞ｓｕｐＡ－ε，ｙ′＞ｓｕｐＢ－ε，

∴对于ε＞０，ｚ′＝ｘ′＋ｙ′，
使得ｚ′＞ｓｕｐＡ＋ｓｕｐＢ－２ε，
由于ε的任意性得ｓｕｐＡ＋ｓｕｐＢ为Ｃ 的最小上界，

∴ｓｕｐ（Ａ＋Ｂ）＝ｓｕｐＡ＋ｓｕｐＢ．
同理可证：ｉｎｆ（Ａ＋Ｂ）＝ｉｎｆ　Ａ＋ｉｎｆ　Ｂ．

Ⅳ：ｓｕｐ
ｘ１，ｘ２∈Ｄ

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）

证明　∵对于ｘ１，ｘ２∈Ｄ，
都有ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ１）≤ｓｕｐ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ），

ｉｎｆ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ２）≤ｓｕｐ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ），

∴ ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）≤ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ），

即ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）的一

个上界．
∵对于ε＞０，ｘ′１，ｘ′２∈Ｄ，使得ｆ（ｘ′１）＞

ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ε，ｆ（ｘ′２）＜ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）＋ε，

∴对于ε＞０，ｘ′１，ｘ′２∈Ｄ，使得

ｆ（ｘ′１）－ｆ（ｘ′２）＞ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－２ε．

由于ε的任意性得

ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）的最小上界．

∴ ｓｕｐ
ｘ１，ｘ２∈Ｄ

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）－ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）．

以上即为运用三种思路证明的七组确界不等

式．对于这三种思路，可能解题时会有交叉运用的情
况，不仅仅只用到其中一种思路（比如第Ⅴ组，在证
明时不仅仅运用了思路２，也运用了思路１，但把其
归为运用思路２，是由于其解题最关键的一步运用
了思路２），所以，希望读者在解题时能够综合运用
这三种思路，使解题过程更完整，更富有逻辑性．

３　结语

　　通过上文２．１、２．２、２．３节运用三种思路来证明
七组确界不等式，相信读者已经能够灵活运用这些
思路去解决更多的确界不等式问题．证明题虽然不
像有些代数题那样有着固定的解题方法，但其中蕴
藏的思维逻辑却更值得归纳与总结．通过大量的归
纳、总结与应用，相信大家证明问题的水平一定会有
一个质的飞跃．最后，留三个思考题作为练习，检测
大家是否掌握了以上三种思路．

练习题

１．设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）有界，且满足ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ），

ｘ∈Ｄ，证明：ｓｕｐ
ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）≤ｓｕｐ

ｘ∈Ｄ
ｇ（ｘ）；ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｆ（ｘ）≤ｉｎｆ

ｘ∈Ｄ
ｇ（ｘ）．

（提示：运用思路１）

２．设有两个数集Ａ 和Ｂ，满足Ａ［ａ，ｂ］，Ｂ
［ｂ，ｃ］（ａ＜ｂ＜ｃ），证明：ｓｕｐＡ≤ｉｎｆ　Ｂ．（提示：运用思
路２）

３．设数集Ａ 有界，且数集Ｂ＝ ｘ＋ｃ　ｘ∈｛ ｝Ａ
（ｃ为常数），证明：ｓｕｐＢ＝ｓｕｐＡ＋ｃ；ｉｎｆ　Ｂ＝ｉｎｆ　Ａ＋ｃ．
（提示：运用思路３）
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４　结论

　　论文研究了敌舰沿任意直线方向逃逸时的鱼雷

击舰问题．通过数学建模得到微分方程（４），然而，求

解该微分方程显得十分困难．本文利用类比思想，

通过坐标旋转变换，将问题归结为敌舰沿垂直于两

舰连线方向逃逸情况，从而得到了敌舰沿任意直线

方向逃逸时鱼雷追击的运动轨迹方程的解析解．本

文不仅为解决追击问题提供了新的思想方法，也为

求解微分方程提供了坐标旋转变换的计算方法．
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